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一 介绍与定义

多分辨分析及推导出的一系列理论是做小波分析的重要基础。我们前面已经见到了 Haar 小波的基本
思想，但 Haar 小波作为一个分析工具过于简单，而且性质并不好（我们以后会提到），而通过多分辨分析
得到的香农小波以及 Daubechies 小波才是真正应用更广泛的小波。

多分辨分析又叫正交多分辨分析，因为得到的小波都是正交小波。本文旨在了解多分辨分析的精髓和

基本思想。

前面在求内积时，我们在很多步骤上故意忽略了复数函数（毕竟 Haar 小波变换不需要复数），现在我
们要变得更严谨一些： 〈

f(t), g(t)
〉
=

∫
R
f(t)g(t)dt (一.1)

1 1 多分辨分析的定义

如果 {Vj}j∈Z 满足下面的条件：

Vj ⊂ Vj+1 (nested) (一.2)

∪j∈ZVj = L2(R) (density) (一.3)

∩j∈Z Vj = {0} (separation) (一.4)

f(t) ∈ V0 ⇐⇒ f(2jt) ∈ Vj (scaling) (一.5)

{ϕ(t− k)}k∈Z is an O.N.B of V0 (constructive) (一.6)

则称 {Vj}j∈Z 是 L2(R) 上的一个多分辨分析 (multiresolution analysis, MRA)。
上面的五个性质依次可以描述为嵌套性 (nested)、稠密性 (density，构成整个空间)、唯一性 (separation，

所有空间一起的并集为 {0})、尺度伸缩性 (scaling，即一个 Vj 内的信号伸长一倍以后，就会被挤入 Vj−1；

收缩一倍后，就会被挤入 Vj+1) 以及可构造性 (constructive，可以由标准正交基来表示)。
对于 ϕ(t)（注意标准基 R 上积分并不一定为 1，而是与自己的内积为 1，比如 ϕ1,0(t) 在 R 上积分为

√
2
2
）： ∫

R
ϕ(t)dt = 1 =

√
2πf̂(0) (一.7)

右边的等号是因为根据傅里叶变换：

f̂(ω) =
1√
2π

∫
R
f(t)e−iωtdt =⇒ f̂(0) =

1√
2π

∫
R
f(t)dt (一.8)

1 2 一些推论

对于 Vj 空间的一组标准正交基为：

{ϕ(j,k)(t)}k∈Z = {2
j
2ϕ(2jt− k)}k∈Z (一.9)

||ϕ(j,k)(t)|| = 1 (一.10)

当然这并不是唯一的一组标准正交基，比如我们将 Vj 空间分解为 Vj−1 和 Wj−1 空间（尽管在多分辨分

析中还没有定义，但我们前面接触过），则 Vj 空间的一组标准正交基就可以写为：

{ϕ(j−1,k)(t), ψ(j−1,k)(t)}k∈Z = {2
j−1
2 ϕ(2j−1t− k), 2

j−1
2 ψ(2j−1t− k)}k∈Z (一.11)

||ϕ(j,k)(t)|| = 1, ||ψ(j,k)(t)|| = 1 (一.12)

我们还没有在 MRA 中引入 ψ(t) 函数，所以上面仅仅作为一个了解。
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标准正交基需要满足正交性，也就是：〈
ϕ(j,k)(t), ϕ(j,l)(t)

〉
=

∫
R
ϕ(u)ϕ(u− (l − k))du

=
〈
ϕ(u), ϕ(u− (l − k))

〉
=

1, l = k

0, otherwise
(一.13)

对于 f(t) ∈ Vj，函数可以写为：

f(t) =
∑
k∈Z

ckϕ(j,k)(t) (一.14)

ck =
〈
f(t), ϕ(j,k)(t)

〉
(一.15)

1 3 小波方程

对于 fj+1(t) ∈ Vj+1，将其投影到 Vj 空间，求差值：

gj(t) = fj+1(t)− fj(t) (一.16)

得到的 gj(t) 函数不但是属于 Wj 空间的函数，而且是 fj+1(t) 到 Wj 空间的正交投影。

通过小波函数定义 Wj 空间的标准正交基：

{ψ(j,k)(t)}k∈Z = {2
j
2ψ(2jt− k)}k∈Z (一.17)

且在《从 Haar 小波认识小波空间》中我们已经介绍过：

Vj+1 = Vj ⊕Wj (一.18)

这些在多分辨分析中也是满足的。

二 扩张方程

扩张方程是小波分析中塔式分解算法的基础，理解扩张方程是理解小波分析和快速小波算法的关键。

2 1 ϕ(t) 的扩张方程

Haar 小波的扩张方程 (dilation equation) 是我们根据图示和 Haar 小波的特点来推出的，现在我们给
出更一般的扩张方程推出形式，不再局限于 Haar 小波。

设 ϕ(t) 是 V0 空间的尺度函数，由于 Vj ⊂ Vj+1，所以 ϕ(t) ∈ V1，因此可以得到：

ϕ(t) =
∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2t− k) (二.1)

hk =
〈
ϕ(t), ϕ(1,k)(t)

〉
(二.2)

这里的 hk 被称为尺度滤波器 (scaling filter)，我们后面再解释。
我们用 t⇐ 2jt− l 来代替上式，得到：

ϕ(2jt− l) =
∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2(2jt− l)− k)

=
∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2j+1t− (k + 2l))

令 m = k + 2l，则 k = m− 2l：

ϕ(2jt− l) =
∑

(m−2l)∈Z

hm−2l2
1
2ϕ(2j+1t−m)
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因为 k 可以取遍全部整数，所以：

ϕ(2jt− l) =
∑
m∈Z

hm−2l2
1
2ϕ(2j+1t−m)

两边同时乘以 2
j
2，就能得到：

2
j
2ϕ(2jt− l) = 2

j
2

∑
m∈Z

hm−2l2
1
2ϕ(2j+1t−m)

=⇒ ϕ(j,l)(t) =
∑
m∈Z

hm−2l2
j+1
2 ϕ(2j+1t−m)

=
∑
m∈Z

hm−2lϕ(j+1,m)(t) (二.3)

我们先不追究上式的理解，而是先探究一下 hk 的一些性质。

2 2 尺度滤波器 hk

由于：

〈
ϕ(j,k)(t), ϕ(j,l)(t)

〉
=

1, k = l

0, otherwise
(二.4)

〈
ϕ(j,l)(t), ϕ(j+1,k)(t)

〉
=

〈 ∑
m∈Z

hm−2lϕ(j+1,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)
〉

=
∑
m∈Z

hm−2l

〈
ϕ(j+1,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)

〉
= hk−2l (二.5)

所以可以由扩张方程导出：

ϕ(t) =
∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2t− k) (二.6)∫

R
ϕ(0,l)(t)ϕ(t) =

∫
R

∑
k∈Z

hkϕ(0,l)(t)ϕ(1,k)(t)dt

=
∑
k∈Z

hk

∫
R
ϕ(0,l)(t)ϕ(1,k)(t)dt

=
∑
k∈Z

hkhk−2l =

1, l = 0

0, otherwise
(二.7)

令上式的 l = 0，即可得到： ∑
k∈Z

h2k = 1 (二.8)

还有一个性质：

ϕ(t) =
∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2t− k)∫

R
ϕ(t)dt =

∫
R

(∑
k∈Z

hk2
1
2ϕ(2t− k)

)
dt

=
∑
k∈Z

hk

∫
R

(
2

1
2ϕ(2t− k)

)
dt =

∑
k∈Z

hk ×
√
2

2

=⇒
∑
k∈Z

hk =
√
2 (二.9)

注意： ∫
R
2

1
2ϕ(2t) = 2

1
2

∫
R
ϕ(2t) = 2

1
2
1

2
=

√
2

2
(二.10)
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2 3 小波函数的扩张方程

小波函数 ψ(t) 是 W0 空间的函数，由于 W0 ⊂ V1，因此 ψ(t) ∈ V1：

ψ(t) =
∑
k∈Z

gk2
1
2ϕ(2t− k) (二.11)

gk =
〈
ψ(t), ϕ(1,k)(t)

〉
(二.12)

其中，{gk}k∈Z 我们以前在 Haar 小波中定义过：

ψ(j,k)(t) = 2
1
2ψ(2jt− k) (二.13)

我们给出：

gk = (−1)kh1−k, k ∈ Z (二.14)

注意该式并不是唯一的，有些时候小波分析里会给出（例如 [2]）：

gk = (−1)1−kh1−k, k ∈ Z (二.15)

待会会详细地解释一下。

小波的扩张方程是：

ψ(j,l)(t) =
∑
k∈Z

gk−2lϕ(j+1,k)(t)

=
∑
k∈Z

(−1)kh1+2l−kϕ(j+1,k)(t) (二.16)

gk 与 hk 之间的关系

这里解释一下： 〈
ϕ(t), ψ(t)

〉
=

〈∑
k∈Z

hkϕ(j,k)(t),
∑
k∈Z

gkϕ(j,k)(t)
〉

=
∑
k∈Z

hk
〈
ϕ(j,k)(t),

∑
k∈Z

gkϕ(j,k)(t)
〉

=
∑
k∈Z

hkgk = 0 (二.17)

于是，gk = (−1)1−kh1−k 满足该式。当是实小波时，gk = (−1)kh1−k 也满足该式。以 Haar 小波为例，两
种方法得到的 gk 是不同的：

g0 =

√
2

2
g1 = −

√
2

2

or g0 = −
√
2

2
g1 =

√
2

2

在《多分辨分析的频域分析》中的很多证明都会用到这个结论，但由于不论 gk 和 hk 的关系如何，都不影

响我们最后的结论，因此这里就按照 [1] 里的实数小波的简化版本来写。

2 4 小结

本文我们了解了多分辨分析的基本定义和更普遍的扩张方程，通过扩张方程，就可以将 Vj+1 空间的

基投影为 Vj 空间的基。但是，现在描述的各种形式并不是那么容易理解，我们还有几个步骤需要思考，比

如 Vj 空间的函数 fj(t) 怎么表示为 Vj+1 空间的函数呢？其实很简单：

fj(t) =
∑
l∈Z

alϕ(j,l)(t)

=
∑
l∈Z

al

( ∑
m∈Z

hm−2lϕ(j+1,m)(t)
)

(二.18)

现在还有一些问题，比如 Vj+1 空间的函数 fj+1(t) 如何投影到 Vj 空间呢？这个问题我们留到后文再

讲，其实自己推导也不会很难。
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