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一 连续小波变换简介

为什么在我们了解了基本的 Haar 小波空间以后才开始学习连续小波变换，是因为有了前面的基础，
现在可以更容易地了解更深层次的思想。

1 1 傅里叶变换回顾

定义傅里叶变换：

f̂(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt (一.1)

注意这里前面的 1√
2π
目的是为了保证：√∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

√∫ ∞

−∞
|f̂(ω)|2dω (一.2)

1 2 连续小波变换

先给出小波变换的公式。设我们有一个最基本的小波 ψ(t)，它需要满足衰减特性和波动特性：∫ +∞

−∞
|ψ(t)|2dt < +∞ (一.3)∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0 (一.4)

根据 Equ.一.4，可知函数在实轴上下部分面积相同。其实更多时候我们会施加一个更严格的限制：

ψ̂(0) = 0 (一.5)

可以理解为，小波不存在直流分量（这个限制使得证明 Equ.一.4会更容易一些）。
通过尺度伸缩和平移，得到一系列的小波：

ψ(a,b)(t) =
1√
a
ψ(
t− b

a
) (一.6)

回忆一下 Haar 小波：

ψ(j,k)(t) = 2j/2ψ(2jt− k) (一.7)

应该能看出相似之处与不同。其实 Haar 作为一种正交小波，我们在做分析时会有一些优势，因此 j, k 没

有必要取全部实数。我们后面会详细说明。

定义小波变换：

Wf (a, b) =

∫ +∞

−∞
f(t)ψ(a,b)(t)dt (一.8)

可以看出，将一维信号变为了二维形式。

1 3 逆变换

定义 Cψ：

Cψ =

∫ ∞

−∞

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω (一.9)

我们默认 ψ̂(0) = 0：L1(R) 内的函数要求绝对值可积，L2(R) 内的函数要求平方可积，如果 ψ(t) ∈ L1(R)，
则 ψ̂(ω) 连续，当且仅当 ψ̂(0) = 0 时 Cψ < +∞。
当 Cψ < +∞ 时，称 ψ(t) 为一个小波母函数。
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然后，给出逆变换公式：

f(t) =
1

Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Wf (a, b)ψ(a,b)(t)

dadb

a2
(一.10)

有时候，我们会考虑去掉对 a 积分时 a = 0 这个点，因此定义符号 R∗ = R− {0}，于是：

f(t) =
1

Cψ

∫∫
R×R∗

Wf (a, b)ψ(a,b)(t)
dadb

a2
(一.11)

由于 Equ.一.11中，在逆变换时有一个尺度因子 1
a2
，所以可知当 a→ 0 时，Wf (a, b) 对原信号的影响

比重更大一些。因此，越接近 0 时的 a 在分析时就越重要（当调整 a 接近 0 时的 Wf (a, b) 值时，逆变换

后 f(t) 的变化会比较大）。

二 连续小波分析的简化

2 1 吸收小波

可不可以只分析 a > 0 的部分呢？当满足吸收条件：∫ +∞

0

|ψ̂(ω)|2

ω
dω =

∫ +∞

0

|ψ̂(−ω)|2

ω
dω (二.1)

逆变换就可以写为：

f(t) =
2

Cψ

∫ +∞

0

[ ∫ +∞

−∞
Wf (a, b)ψ(a,b)(t)db

]
da

a2
(二.2)

也就是说，我们不用再去分析 a < 0 的部分了。相当于我们对小波进行了一些限制，从而获得更好的特性。

2 2 二进小波

现在再一次升级，我们希望通过某种方式，使得 a 可以被离散化：通过离散的 a 得到的 Wf (a, b) 就

能逆变换回 f(t)。

对小波附加稳定性条件：

0 < A ≤
+∞∑
j=−∞

|ψ̂(2−jω)|2 ≤ B < +∞ (a.e.ω ∈ R) (二.3)

由于并不需要对全部 ω ∈ R 成立，而是要求“几乎处处成立（表示为 a.e.ω ∈ R）”，这里面涉及的很多证

明都与广义函数和测度论有关，我们暂时不去严格追究。我们定义表示：

ψ(2−j ,b)(t) = 2
j
2ψ(2j(x− b)) (二.4)

此时逆变换公式就是：

f(t) =
+∞∑
j=−∞

2j
∫ +∞

−∞
Wf (2

−j , b)τ(2−j ,b)(t)db (二.5)

其中，τ(t) 又叫重构小波（对偶小波，其实就是用于将信号进行小波变换后再重新变换回去的小波），满

足：

+∞∑
j=−∞

ψ̂(2−jω)τ̂(2−jω) ≡ 1 (a.e.ω ∈ R) (二.6)

重构小波一般并不唯一，但可以证明它一定是二进小波，而且某二进小波与其重构小波互为重构小波。

现在，我们可以对离散的 a 进行小波分析，然后变换回原始信号。只是这个时候多了一个重构小波，

虽然有点令人讨厌，但也无伤大雅。
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2 3 正交小波

既然 a 可以离散化，那么 b 可不可以离散化呢？Meyer 证明了可以。
若小波函数 ψ(t)：

{ψj,k(t) = 2
j
2ψ(2jt− k), (j, k) ∈ Z2} (二.7)

上式构成 L2(R) 的标准正交基，则逆变换就可以写为：

f(t) =
+∞∑
j=−∞

+∞∑
k=−∞

α(j,k)ψ(j,k)(t) (二.8)

α(j,k) =
〈
f(t), ψ(j,k)(t)

〉
(二.9)

我们再回忆一下一开始的小波：

ψ(a,b)(t) =
1√
a
ψ(
t− b

a
) (二.10)

正交小波则相当于 a = 2−j，b = 2−jk，也就是说，我们只需要分析 Wf (a, b) 中的 Wf (2
−j , 2−jk) 这些点，

就可以相当于对整个信号进行分析。

值得一提的是，正交小波的优良性质，甚至不需要重构小波，而且将连续信号的分析转化到了离散点

的分析上来。

2 4 Haar 正交小波

我们现在再来看 Haar 正交小波：

ψ(j,k)(t) =
1

2−j/2
ψ(
t− 2−jk

2−j
) = 2j/2ψ(2jt− k) (二.11)

构成 Wj 空间的正交 Haar 小波：

Wj = span{2j/2ψ(2jt− k)}k∈Z ∩ L2(R) (二.12)

并且：

+∞∑
j=−∞

Wj = L2(R) (二.13)

我们在前面学习的 Haar 小波变换相当于我们分别把信号投影到不同的 Wj 空间，得到尺度表示和细

节表示（Vj+1 = Vj ⊕Wj）；连续小波变换则需要计算出 Wf (a, b)；现在，对于正交小波，我们则需要计算

得到一系列的 Equ.二.9中的 α(j,k)。由 α(j,k) 的公式：

α(j,k) =
〈
f(t), ψ(j,k)(t)

〉
(二.14)

在做 Haar 小波变换时，使用投影方法：

P(j,k)(f(t)) =
〈
f(t), ψ(j,k)(t)

〉
ψ(j,k)(t) = α(j,k)ψ(j,k)(t) (二.15)

也就是说投影到不同的小波空间 Wj 后，得到用 α(j,k) 倍乘再位移的小波构成的信号。

三 总结

至此，基本的连续小波变换的内容就结束了。尽管后面我们可以对小波变换的离散点进行分析，但我

倾向于仍然称其为连续小波变换（只是相当于从连续的 Wf (a, b) 中，我们可以只分析其中离散的一些点）。

下一部分内容，我们从 Haar 小波变换来分析和理解离散小波变换。等离散小波变换结束以后，我们
就可以开始进行多分辨分析了。
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