
多分辨分析与空间投影

Dezeming Family

2022 年 4 月 26 日

DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。
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一 Vj+1 与 Vj 的空间投影

1 1 将 Vj+1 空间的函数投影到 Vj

设有一个函数 fj+1(t) ∈ Vj+1，把 fj+1(t) 投影到 Vj 空间得到函数 fj(t) ∈ Vj，表示为：

fj+1(t) =
∑
k∈Z

akϕ(j+1,k)(t)

fj(t) =
∑
l∈Z

blϕ(j,l)(t)

其中：

bl =
⟨
fj+1(t), ϕ(j,l)(t)

⟩
=

⟨∑
k∈Z

akϕ(j+1,k)(t), ϕ(j,l)(t)
⟩

=
∑
k∈Z

ak
⟨
ϕ(j+1,k)(t), ϕ(j,l)(t)

⟩
=

∑
k∈Z

akhk−2l (一.1)

注意这里面的共轭，这是因为：⟨
ϕ(j,l)(t), ϕ(j+1,k)(t)

⟩
=

⟨ ∑
m∈Z

hm−2lϕ(j+1,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)
⟩

=
∑
m∈Z

hm−2l

⟨
ϕ(j+1,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)

⟩
= hk−2l (一.2)

⟨
ϕ(j+1,k)(t), ϕ(j,l)(t)

⟩
=

⟨
ϕ(j+1,k)(t),

∑
m∈Z

hm−2lϕ(j+1,m)(t)
⟩

=
∑
m∈Z

hm−2l

⟨
ϕ(j+1,k)(t), ϕ(j+1,m)(t)

⟩
= hk−2l (一.3)

我们用矩阵来表示一下这个过程，思考方式如下：

b0 =
∑
k∈Z

akhk

b1 =
∑
k∈Z

akhk−2

b−1 =
∑
k∈Z

akhk+2

于是： 

. . . . . .
· · · h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 · · ·
· · · h−1 h0 h1 h2 h3 h4 h5 · · ·
· · · h−3 h−2 h−1 h0 h1 h2 h3 · · ·
· · · h−5 h−4 h−3 h−2 h−1 h0 h1 · · ·
· · · h−7 h−6 h−5 h−4 h−3 h−2 h−1 · · ·

. . . . . .





...
a−2

a−1

a0

a1

a2
...


=



...
b−2

b−1

b0

b1

b2
...


(一.4)
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简写为：

b = H∗ · a (一.5)

H∗ =



. . .
· · · ←−
· · · h−2 h−1 h0 h1 h2 · · ·
· · · −→

. . .


=


←−
h∗

−→

 (一.6)

注意 H：

H =
[
� h �

]
(一.7)

这个矩阵是一个正交矩阵（存在复数的情况下就是酉矩阵），因为：

∑
k∈Z

hkhk−2l =

1, l = 0

0, otherwise∑
k∈Z

h2k = 1 (一.8)

这说明每一行与其他行之间都是相互正交的，而每一行的模都是 1，满足正交性。

也就是说，一个 Vj+1 空间的函数 fj+1(t) 在标准正交基下系数表示为 ak, k ∈ Z，将 H∗ 乘以系数，就

会得到它在 Vj 空间的投影。再乘以一次 H∗，就能得到它在 Vj−1 空间的投影。

1 2 Haar 投影矩阵

对于 Haar 小波：

hk =


√
2
2
, k = 0, 1

0, otherwise
(一.9)

所以： 

. . . . . .
· · ·

√
2
2

0 0 0 0 0 0 · · ·
· · · 0

√
2
2

√
2
2

0 0 0 0 · · ·
· · · 0 0 0

√
2
2

√
2
2

0 0 · · ·
· · · 0 0 0 0 0

√
2
2

√
2
2
· · ·

· · · 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
. . . . . .





...
a−2

a−1

a0

a1

a2
...


=



...
b−2

b−1

b0

b1

b2
...


(一.10)

二 Vj+1 与 Wj 的空间投影

2 1 将 Vj+1 空间的函数投影到 Wj

设有一个函数 fj+1(t) ∈ Vj+1，把 fj+1(t) 投影到 Wj 空间得到函数 wj(t) ∈ Wj，表示为：

fj+1(t) =
∑
k∈Z

akϕ(j+1,k)(t)

wj(t) =
∑
l∈Z

clψ(j,l)(t)
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其中：

cl =
⟨
fj+1(t), ψ(j,l)(t)

⟩
(二.1)

=
⟨∑

k∈Z

akϕ(j+1,k)(t), ψ(j,l)(t)
⟩

=
∑
k∈Z

ak
⟨
ϕ(j+1,k)(t), ψ(j,l)(t)

⟩
=

∑
k∈Z

akgk−2l (二.2)

注意最后一行，是因为：

ψ(j,l)(t) =
∑
k∈Z

gk−2lϕ(j+1,k)(t)⟨
ϕ(j+1,k)(t), ψ(j,l)(t)

⟩
=

⟨
ϕ(j+1,k)(t),

∑
m∈Z

gm−2lϕ(j+1,m)(t)
⟩

=
∑
m∈Z

gm−2l

⟨
ϕ(j+1,k)(t), ϕ(j+1,m)(t)

⟩
= gk−2l (二.3)

写成投影矩阵以后就是：

. . . . . .
· · · g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 · · ·
· · · g−1 g0 g1 g2 g3 g4 g5 · · ·
· · · g−3 g−2 g−1 g0 g1 g2 g3 · · ·
· · · g−5 g−4 g−3 g−2 g−1 g0 g1 · · ·
· · · g−7 g−6 g−5 g−4 g−3 g−2 g−1 · · ·

. . . . . .





...
a−2

a−1

a0

a1

a2
...


=



...
c−2

c−1

c0

c1

c2
...


(二.4)

简写为：

c = G∗ · a (二.5)

G∗ =



. . .
· · · ←−
· · · g−2 g−1 g0 g1 g2 · · ·
· · · −→

. . .


=


←−
g∗

−→

 (二.6)

注意 G：

G =
[
� g �

]
(二.7)

这个矩阵同样也是一个正交矩阵（存在复数的情况下就是酉矩阵）。

2 2 Haar 投影矩阵

对于 Haar 小波：

gk =


√
2
2
, k = 0

−
√
2
2
, k = 1

0, otherwise

(二.8)
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所以： 

. . . . . .
· · · −

√
2
2

0 0 0 0 0 0 · · ·
· · · 0

√
2
2
−

√
2
2

0 0 0 0 · · ·
· · · 0 0 0

√
2
2
−

√
2
2

0 0 · · ·
· · · 0 0 0 0 0

√
2
2
−

√
2
2
· · ·

· · · 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
. . . . . .





...
a−2

a−1

a0

a1

a2
...


=



...
c−2

c−1

c0

c1

c2
...


(二.9)

三 重建函数

3 1 重建函数与矩阵表示

由于：

Vj+1 = Vj ⊕Wj (三.1)

而注意，其实 {ϕj,k}k∈Z 和 {ψj,k}k∈Z 共同构成 Vj+1 的一组标准正交基，所以可以用这组标准正交基来重

新表示 Vj+1 内的函数，也就相当于把 fj+1(t) ∈ Vj+1 投影到两个子空间：

fj+1(t) = fj(t) + gj(t)

=
∑
l∈Z

blϕ(j,l)(t) +
∑
m∈Z

cmψ(j,m)(t) (三.2)

我们可以推导出：

fj+1(t) =
∑
k∈Z

akϕ(j+1,k)(t)

ak =
⟨
fj+1(t), ϕ(j+1,k)(t)

⟩
=

⟨∑
l∈Z

blϕ(j,l)(t) +
∑
m∈Z

cmψ(j,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)
⟩

=
⟨∑

l∈Z

blϕ(j,l)(t), ϕ(j+1,k)(t)
⟩
+
⟨ ∑
m∈Z

cmψ(j,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)
⟩

=
∑
l∈Z

bl
⟨
ϕ(j,l)(t), ϕ(j+1,k)(t)

⟩
+

∑
m∈Z

cm
⟨
ψ(j,m)(t), ϕ(j+1,k)(t)

⟩
=

∑
l∈Z

blhk−2l +
∑
m∈Z

cmgk−2m (三.3)

写成矩阵形式（分成两个矩阵）：

. . . . . .
· · · h4 h2 h0 h−2 h−4 h−6 h−8 · · ·
· · · h5 h3 h1 h−1 h−3 h−5 h−7 · · ·
· · · h6 h4 h2 h0 h−2 h−4 h−6 · · ·
· · · h7 h5 h3 h1 h−1 h−3 h−5 · · ·
· · · h8 h6 h4 h2 h0 h−2 h−4 · · ·

. . . . . .


×



...
b−2

b−1

b0

b1

b2
...


= Hb (三.4)
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

. . . . . .
· · · g4 g2 g0 g−2 g−4 g−6 g−8 · · ·
· · · g5 g3 g1 g−1 g−3 g−5 g−7 · · ·
· · · g6 g4 g2 g0 g−2 g−4 g−6 · · ·
· · · g7 g5 g3 g1 g−1 g−3 g−5 · · ·
· · · g8 g6 g4 g2 g0 g−2 g−4 · · ·

. . . . . .


×



...
c−2

c−1

c0

c1

c2
...


= Gc (三.5)

把两个矩阵合并在一起，就可以写为：

a =
[
H G

] [ b
c

]
(三.6)

我们把前面的分解式也用矩阵的形式写出来：[
b
c

]
=

[
H∗

G∗

]
a (三.7)

虽然 H 和 G 都是 ∞ ×∞ 的矩阵，但从感觉上，其实应该是 ∞ × ∞
2
大小的矩阵，拼在一起得到

∞×∞ 的正交（酉）矩阵。

3 2 小结

不知读者有没有发现一个问题，虽然我们在做逐级投影的过程都是使用同一个矩阵三.7，但对于离散
信号来说，数据会越来越少，例如 V5 空间的函数 f5(t) 为：

f5(t) =
31∑
k=0

akϕ(5,k)(t) (三.8)

投影到 V4 空间以后，系数就变为了 16 个：

f4(t) =
15∑
k=0

bkϕ(4,k)(t) (三.9)

此时的 H 矩阵就需要“变小”了。当然，离散情况下还有需要其他要注意的地方，这里只是简单埋个伏
笔。

后文将从频率的角度来理解多分辨分析，频率角度对理解小波和推导一些重要的性质都非常关键。
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