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一 链式法则的引入

链式法则是微积分中最基础和最重要的法则之一。

设符号：

F = f ◦ g = f(g(x)) (一.1)

相当于把一个变量 x 对应到函数 g(x)，然后把 g(x) 再对应到 f(x) 上。例如：

g(x) = 2x f(x) = x2 (一.2)

f(g(x)) = (2x)2 = 4x2 (一.3)

我们使用如下的表示：

∆u = g(x+∆x)− g(x) (一.4)

∆y = f(u+∆u)− f(u) (一.5)

这样我们就可以得到：

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆u
· ∆u

∆x
(一.6)

= lim
∆x→0

∆y

∆u
· lim
∆x→0

∆u

∆x
(一.7)

= lim
∆u→0

∆y

∆u
· lim
∆x→0

∆u

∆x
(一.8)

=
dy

du

du

dx
(一.9)

上式的倒数第二步是由于当 ∆x → 0 时 ∆u → 0。
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因此我们得到链式法则：

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x) (一.10)

我们以一个函数为例：

F (x) =
√
x2 + 1 (一.11)

f(u) =
√
u u = g(x) = x2 + 1

f ′(u) = 1
2
u− 1

2 = 1
2
√
u

g′(x) = 2x

(一.12)

⇐⇒ F ′(x) =
x√

x2 + 1
(一.13)

二 链式法则的严格证明

上面的链式法则并不算是严格的证明（参见《线性近似于微分》的解释），这里给出严格的证明方法

[1]。
当 x 从 a 变化到 a+∆x 后，我们就定义 y 的变化为：

∆y = f(a+∆x)− f(a) (二.1)

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(a) (二.2)

我们定义微商和导数之间的差值：

ϵ =
∆y

∆x
− f ′(a) ⇐⇒ ∆y = f ′(a)∆x+ ϵ∆x (二.3)

lim
∆x→0

ϵ = lim
∆x→0

(∆y

∆x
− f ′(a)

)
= 0 (二.4)

如果定义 ∆x = 0 时 ϵ = 0，则 ϵ 就变为了 ∆x 的连续函数。

我们设 u = g(x) 在 a 点可微，设 y = f(u) 在 b = g(a) 点可微：

∆u = g′(a)∆x+ ϵ1∆x =
[
g′(a) + ϵ1

]
∆x (二.5)

∆y = f ′(b)∆u+ ϵ2∆u =
[
f ′(b) + ϵ2

]
∆u (二.6)

=
[
f ′(b) + ϵ2

][
g′(a) + ϵ1

]
∆x (二.7)

⇐⇒∆y

∆x
=

[
f ′(b) + ϵ2

][
g′(a) + ϵ1

]
(二.8)

当 ∆x → 0 时，∆u → 0，此时 ϵ1 → 0 且 ϵ2 → 0，因此：

dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

[
f ′(b) + ϵ2

][
g′(a) + ϵ1

]
(二.9)

= f ′(b)g′(a) = f ′(g(a))g′(a) (二.10)

三 隐函数

有些人可能并不是很理解隐函数，我们需要假设一个函数存在，设为 y = f(x)，该函数和变量 x 满足

一定的函数关系：
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我们可以把这个曲线写为：

x3 + [f(x)]3 = 6xf(x) (三.1)

我们可以使用链式法则，对两边进行求导：

3x2 + 3[f(x)]2f ′(x) = 6xf ′(x) + 6f(x) (三.2)

x2 + [f(x)]2f ′(x) = 2xf ′(x) + 2f(x) (三.3)

f ′(x) =
2f(x)− x2

[f(x)]2 − 2x
(三.4)

我们还可以在上面解出的 f ′(x) 的基础上求 f ′′(x)。
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