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DezemingFamily 系列书和小册子因为是电子书，所以可以很方便地进行修改和重新发布。如果您获
得了 DezemingFamily 的系列书，可以从我们的网站 [https://dezeming.top/] 找到最新版。对书的内容建
议和出现的错误欢迎在网站留言。

20210708：完成第一版。
20210718：修改了一些符号错误。
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一 基本

我们在很多地方推导期望和收敛率时都会直接或者间接使用大数定律或者中心极限定律里的内容，具

有很重要的意义。而且可以说，大数定律与中心极限定律是概率论由简单的概率分布扩展到概率理论的过

渡。

基本介绍不宜过多，接下来就开始介绍具体的理论。

二 切比雪夫不等式

设随机变量的期望和方差分别为 E(X) 和 D(X)，对于任意的 ϵ > 0，都有：

P (|X − E(X)| ≥ ϵ) ≤ D(X)

ϵ2
(二.1)

这个式子怎么直观理解呢？我们把 |X − E(X)| 作为 X 与期望的距离，该距离大于某值的概率是要

小于一定的值的。换言之，该不等式限制了某个随机变量 X 偏离期望的概率。
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证明如下，设 X 的概率密度为 f(x)：

P (|X − E(X)| ≥ ϵ) =

∫
{|X−E(X)|≥ϵ}

f(x)dx (二.2)

≤
∫
{|X−E(X)|≥ϵ}

[x− E(X)]2

ϵ2
f(x)dx (二.3)

≤ 1

ϵ2

∫ +∞

−∞
[x− E(X)]2f(x)dx (二.4)

=
D(X)

ϵ2
(二.5)

因为 (|X − E(X)| ≥ ϵ) 与 (|X − E(X)| < ϵ) 互为对立事件，所以：

P (|X − E(X)| < ϵ) ≥ 1− D(X)

ϵ2
(二.6)

我们固定 ϵ，可以看到，当方差 D(X) 越小，则 X 取值会越容易贴近于 X(X)，因此该不等式可以说

明方差可以描述 X 对其均值 E(X) 的偏离程度。

三 大数定律

大数定律用来说明，当采样的样本越多，则平均值就会越接近真的平均值，而且越来越稳定。

设一共有 n 次独立重复试验，其中事件 A 发生了 nA 次，pA 是每次试验中事件 A 发生的概率，因
此，对于某个大于 0 的 ϵ：

lim
n→∞

P
(∣∣nA

n
− pA

∣∣ < ϵ
)
= 1 (三.1)

说明随机事件出现的频率具有一定的稳定性，因此可以使用足够多的样本去估计平均值。

而大数定律又分为强大数定律和弱大数定律。

弱大数定律认为，采样次数越多，平均值接近真实的期望值的可能性越大，即我们上面描述的内容：

lim
n→∞

P
(∣∣nA

n
− pA

∣∣ < ϵ
)
= 1 (三.2)

强大数定律认为，采样次数越多，平均值几乎一定会越来越接近真实的期望值：

P
(

lim
n→∞

∣∣nA

n
− pA

∣∣ < ϵ
)
= 1 (三.3)

看着似乎是一样的，但其实很不相同。我们设求得的样本均值为 µA = nA

n
。

弱大数定律中，当 n 趋近于 ∞ 时，µA 接近真实的 pA 的可能性会越来越大，朝着 pA 去的概率越来

越大，但是也有概率偏离 pA。

强大数定律中，当 n 趋近于 ∞，µA 几乎一定能不断的接近 pA，换言之，µA 不断朝着 pA 的方向过

渡。

四 中心极限定律

中心极限定理稍微有点绕，但基本含义也不是很难。中心极限定理可以理解为，不论变量在总体中的

分布如何，当样本量足够大时，变量均值的采样分布会近似于正态分布。

公式描述为：设样本期望 E(Xk) = µ，方差为 D(Xk) = σ2，X1, X2, ..., Xn 是相互独立且相同分布的

随机变量：

lim
n→∞

P
(∑n

k=1 Xk − nµ

σ
√
n

≤ x
)
=

∫ x

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt = Φ(x) (四.1)

我们把中间的式子稍微转换一下：∑n

k=1 Xk − nµ

σ
√
n

=
1
n

∑n

k=1 Xk − µ

σ/
√
n

(四.2)
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设 1
n

∑n

k=1 Xk = X，因此我们可以简化中心极限定理为：

X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N
(
0, 1

)
(四.3)

X̄ ∼ N
(
µ,

σ2

n

)
(四.4)

其中，∼ 表示为“近似服从”。
我们来用具体例子解释一下，我们有一个变量，符合任意分布，然后我们独立随机采样 n 个，计算出

它的均值 X̄1，然后我们再独立采样 n 个，计算出均值 X̄2，以此类推，我们一共采样了 100 次，然后我
们发现这些均值 X̄k 很像正态分布！而且当 n 的值越大，就越像正态分布，n 无穷大时，样本均值分布即
符合正态分布。
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