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一 向量组的正交性

设有两个向量 a = (a1, a2, ..., am) 和 b = (b1, b2, ..., bm)，它们之间的内积 (a, b) = a1b1 + a2b2 + ...+

ambm。当 (a, b) = 0 时，我们就称这两个向量正交。

当我们有一组向量 a1,a2, ...,an，这组向量就可以通过线性组合来生成很多向量，这些向量就构成一

个向量空间，而如果这组初始的向量是线性无关的向量组（即任意一个向量无法通过其他向量线性组合得

到）时，那这组初始向量就是这个向量空间的基。

假如我们已经有一组基了，但是这组基并不互相正交，我们希望得到一组相互正交的基，因此我们就

可以使用“施密特正交化”的方法来将这组基转化为正交基，甚至再将正交基单位化为标准正交基。因为

“施密特正交化”的过程较为简单，套用公式即可，这里就不再介绍了。

二 正交矩阵

如果一个矩阵 A 满足 ATA = E 则称这个矩阵为正交矩阵。

由于矩阵相乘以后的行列式与矩阵的行列式相乘，即 |AB| = |A||B|，所以正交矩阵 |ATA| = |AT ||A| =
|A||A| = 1，即 |A| = ±1。如果 A 是正交矩阵，那么 AT、A−1 也是正交矩阵。如果 A 和 B 都是 n 阶正
交矩阵，那么：

(AB)T (AB) = BTATAB = BT (ATA)B = E (二.1)

方阵 A 是正交矩阵的充要条件是，A 的行向量组以及列向量组是单位正交向量组，我们证明一下。首

先证明列向量组的情况，设 A 的列向量为 a1,a2, ...,an，因此：
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所以我们可以得到，ATA = E 当且仅当：

aT
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1, i = j
(二.3)

因此上述定理成立。

我们再证明行向量组，其实原理差不多，因为 A 的行向量组是单位正交向量组，所以 AT 的列向量组

是单位正交向量组，因此 AT 是正交矩阵，因此 (AT )T = A 也是正交矩阵（因为 AT 列向量组单位正交，

所以 A 的行向量组单位正交）。
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