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一 样条函数的引入与建模

样条是一种有弹性的木质材料 [2, 3]，在制图时，将样条上的一些点固定（使用压铁），其他部分自然
弯曲，这样就可以绘制出曲线。

根据材料力学建模（贝努力-欧拉方程），设样条的弹性模量为 E，几何惯性矩为 I，则样条的弯矩

M(x)（使得曲线弯曲所需要的力矩）就可以表示为：

M(x) = EIk(x) = EI
y′′(x)(

1 + (y′(x))2
) 3

2

(一.1)

其中，k(x) 表示曲线曲率（曲线比较平坦的地方，密切圆半径大，曲率小 [4]）。
当我们假设弯曲角度比较小时，也就是 y′(x) ≪ 1（弯曲角度小于 45 度），则可以近似为：

M(x) ≈ EIk(x) = EIy′′(x) (一.2)

由于两个固定点之间没有其他外力，则弯矩就是一个一次式（参考材料力学书籍 [5]）：

M(x) = ax+ b (一.3)

因此 y(x) 就是一个三次函数，而样条曲线可以理解为分段三次函数。

三次多项式的好处是可有拐点（二次只是一个抛物线，无法在插值点之间构成拐点；次数太高，则会

带来过多的拐点，很不稳定，计算也会带来很大误差）：

二 样条函数求解条件

由于每段都是一个三次多项式，所以有 4 个变量：

yi(x) = ai + bix+ cix
2 + dix

3 (二.1)

(二.2)

对于 n+ 1 个型值点，一共有 n 段，则总共就是 4n 个变量。

我们希望函数的 0 阶连续，也就是说希望每段函数之间没有断点；同时希望导数连续；还希望二阶导
数连续。因此对于每个除了边界点的型值点（一共 n− 1 个），一共有 3 个条件。如下图：
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对于其中一个点 p4（设横坐标为 xp4
，纵坐标为 yp4

），条件可以描述为：

y3(xp4
) = y4(xp4

) = yp4

y′3(xp4
) = y′4(xp4

)

y′′3 (xp4
) = y′′4 (xp4

) (二.3)

对于 n− 1 个点总共就是 3n− 3 个条件。再加上 n+ 1 个型值点位置构成的条件，共 4n− 2 个条件。

此时如果求解，就会出现无穷多个解（条件数 < 参数数）。
为了保证足够多的条件，我们会补充两个边界条件，即给端点处添加条件，比如给两端设二阶导都是

0（这时称为自然边界条件）；或者如果我们知道两端的一阶导，也可以进行设置。

三 样条函数求解方法

我们设：

Mi = y′′(xpi
) (三.1)

即 pi 处的两阶导。

因此：

y′′i (xpi
) = Mi (三.2)

y′′i (xpi+1
) = Mi+1 = y′′i+1(xpi+1

) (三.3)

由于 yi 是 pi 到 pi+1 之间的三次多项式，所以二阶导就是一次线性函数（在两点间就是一条线段），又由

于这个线段的两个端点已知（即 Mi 和 Mi+1），所以可以写为：

y′′i (x) =
Mi(xpi+1

− x)

xpi+1
− xpi

+
Mi+1(x− xpi

)

xpi+1
− xpi

(三.4)

我们可以将 y′′i 进行积分，积分两次来得到 yi 的表达式。为了方便表示，我们设 hi = xpi+1
− xpi

：

yi(x) =
Mi

6hi

(xpi+1
− x)3 +

Mi+1

6hi

(x− xpi
)3 + C(x− xpi

) +D(xpi+1
− x) (三.5)

但是不定积分会引入一些常数：所以需要两个条件 ypi
= yi(xpi

) 和 ypi+1
= yi(xpi+1

) 来得到 yi 的表达式，

该表达式唯一不可知的参数就是 Mi 与 Mi+1：

C = (
yi+1

hi

− Mi+1hi

6
)

D = (
yi
hi

− Mihi

6
) (三.6)

我们如果有了 Mi 与 Mi+1，就可以给定任意 x ∈ (xpi
, xpi+1

) 得到纵坐标值。

我们根据 y′(x) 的连续性来确定 M 参数，由于 y′i−1(xpi
) = y′i(xpi

)，可以对 yi(x) 进行求导：

y′i(x) = −Mi

2hi

(xpi+1
− x)2 +

Mi+1

2hi

(x− xpi
)2 + (

yi+1

hi

− Mi+1hi

6
)− (

yi
hi

− Mihi

6
) (三.7)

分别得到 y′i(xpi
) 与 y′i(xpi+1

)：

y′i(xpi
) = −Mihi

2
+ (

yi+1

hi

− Mi+1hi

6
)− (

yi
hi

− Mihi

6
)

= −Mihi

3
− Mi+1hi

6
− yi

hi

+
yi+1

hi

(三.8)

y′i(xpi+1
) =

Mi+1hi

2
+ (

yi+1

hi

− Mi+1hi

6
)− (

yi
hi

− Mihi

6
)

=
Mi+1hi

3
+

Mihi

6
− yi

hi

+
yi+1

hi

(三.9)
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对于式子三.9，我们可以转写为 y′i−1(xpi
) 的形式，得到：

y′i−1(xpi
) =

Mihi−1

2
+ (

yi
hi−1

− Mihi−1

6
)− (

yi−1

hi−1

− Mi−1hi−1

6
)

=
Mihi−1

3
+

Mi−1hi−1

6
− yi−1

hi−1

+
yi

hi−1

(三.10)

联立化简，就能得到：

hi−1Mi−1 + 2(hi + hi−1)Mi + hiMi+1 =
6

hi

(yi+1 − yi)−
6

hi−1

(yi − yi−1) (三.11)

该等式只对中间点成立，并不包括初始点 xp0
和 xpn

，于是，我们取一个边界条件，设 M0 = Mn = 0，

得到：

2(h1 + h0)M1 + h1M2 =
6

h1

(y2 − y1)−
6

h0

(y1 − y0)

hn−2Mn−2 + 2(hn−1 + hn−2)Mn−1 =
6

hn−1

(yn − yn−1)−
6

hn−2

(yn−1 − yn−2) (三.12)

我们首先设：

hi = xi+1 − xi

ui = 2(hi + hi−1)

bi =
6

hi

(yi+1 − yi)

vi = bi − bi−1 (三.13)

我们可以把整个求解式写成一个矩阵的形式，

u1 h1

h1 u2 h2

h2 u3 h3

. . . . . . . . .
hn−3 un−2 hn−2

hn−2 un−1





M1

M2

M3

...
Mn−2

Mn−1


=



v1

v2

v3
...

vn−2

vn−1


(三.14)

这个 (n− 1)× (n− 1) 维矩阵是对称、三对角和对角占优矩阵，可以使用“追赶法”（Thomas 算法）
来求得，这里不再展开描述。

四 一些特殊情况

当我们知道两个点和它们的一阶导数时（共四个条件），也就可以很容易地计算出多项式的参数（叫

做 Hermit 型插值多项式）。
同理，当我们知道两个点和它们的两阶导数（共四个条件），也可以很容易计算出多项式参数（叫做

Lidstone 型插值多项式）。
它们的推导和使用方法可以从网上进行搜索。
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